
上級計量経済学 2010年度　練習問題　解答例

岩倉相雄∗ 　吉村有博† ‡

平成 23 年 1 月 13 日

問題番号の訂正：問 3が 2つあるが、2つ目を問 4としこれ以降を一つずらして計 10問とする。　

1 IV

1.1

講義ノートの Theorem 1参照。

1.2

講義ノートの Theorem 1参照。

1.3

σ2 を

σ̂2 :=
1

n − k

n∑
i=1

(yi − x′
ibIV )2 (1)

で推定することを考え、この推定量の一致性を示す。

yi − x′
ibIV = εi − x′

i(bIV − β) (2)

という表現から

σ̂2 =
1

n − k

n∑
i=1

ε2i + 2(bIV − β)′
1

n − k

n∑
i=1

xiεi + (bIV − β)′
(

1
n − k

n∑
i=1

xix
′
i

)
(bIV − β) (3)

と書ける。 1
n−k

∑n
i=1 ε2i

p→ σ2 と bIV − β
p→ 0 と 1

n−k

∑n
i=1 xiεi

p→ 0 と 1
n−k

∑n
i=1 xix

′
i

p→ Ex1x
′
1 という結果と

確率収束に対する連続写像定理から、

σ̂2 p→ σ2 (4)

が従う。

2 IV-2

講義ノートの Theorem 2参照。
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3 GMM

3.1

モーメント条件を求める。仮定 E(εi|zi) = 0より、E(εizi) = E(E(εi|zi)zi) = 0が従う。従って、モーメント条
件は εi ≡ yi − x′

iβ0 から、

E(zi(yi − x′
iβ0)) = 0. (5)

これのサンプルアナログをとると、

0 =
1
n

n∑
i=1

zi(yi − x′
iβ̃) =

1
n

(Z ′Y − Z ′Xβ̃). (6)

効率的なGMM推定のためには、加重行列ŴにE(ε2i ziz
′
i)の一致推定量を代入すればよいことは、講義ノート参照。

条件付均一分散 (conditional homoskeddasticity)の仮定 V (εi|zi) = σ2 より、S ≡ E(ε2i ziz
′
i) = E(E(ε2i |zi)ziz

′
i) =

σ2E(ziz
′
i) である。この S の一致推定量は、σ2 のある一致推定量 σ̂2 を用いた

σ̂2
1
n

n∑
i=i

ziz
′
i = σ̂2

1
n

Z ′Z (7)

を使えばよい。以上から、効率的 GMMのための目的関数は、

J(β̃) =n
n

σ̂2
{ 1
n

(Z ′Y − Z ′Xβ̃)}′(Z ′Z)−1{ 1
n

(Z ′Y − Z ′Xβ̃)}

=
1

σ̂2
{(Z ′Y − Z ′Xβ̃)}′(Z ′Z)−1{(Z ′Y − Z ′Xβ̃)}. (8)

なお、後の J検定のために、目的関数の中には nがかかっていることに注意。

GMM推定量を導出するには、等式制約の下での最適化の一階の条件を求めればよい。単純な、β̃によるベクト

ル微分の操作を経て、一階の条件は以下のようになる。

X ′Z(Z ′Z)−1Z ′Xβ̃ = X ′Z(Z ′Z)−1Z ′Y. (9)

これより、効率的 GMM推定量1は、

β̂GMM = (X ′Z(Z ′Z)−1Z ′X)−1X ′Z(Z ′Z)−1Z ′Y. (10)

この推定量の漸近的性質を求める。なお、逆行列が必要な行列についてはすべて、逆行列が存在することを仮定

する。まず、モデルを行列表記として Y = Xβ0 + εと書けることを確認する。また、sampling errorは

β̂GMM − β0 = (
1
n

X ′Z(
1
n

Z ′Z)−1 1
n

Z ′X)−1 1
n

X ′Z(
1
n

Z ′Z)−1 1
n

Z ′ε (11)

と書ける。今、仮定よりこれら観測値は iidなので、対数の弱法則、連続写像定理2、E(ziεi) = 0より、

β̂GMM − β0
p→ [E(xiz

′
i)E(ziz

′
i)

−1E(zixi)]−1E(xiz
′
i)E(ziz

′
i)

−1E(ziεi) = 0 (12)

となり、一致性を持つ。漸近正規性についても同様に、

√
n(β̂GMM − β0) = (

1
n

X ′Z(
1
n

Z ′Z)−1 1
n

Z ′X)−1 1
n

X ′Z(
1
n

Z ′Z)−1 1√
n

Z ′ε (13)

と書ける。ここで、Lindeberg-Levy中心極限定理より

1√
n

Z ′ε
d→ N(0, S) where S ≡ E(εiziz

′
i) = σ2E(ziz

′
i) (14)

1このように条件付均一分散の仮定の下では、効率的 GMM 推定量はいわゆる two stage least square (2SLS) 推定量になることを、
Hayashi (2000) p.226 等で確認してほしい。

2テキストによってはスラツキー定理ともいうが、要はここでは和や積に関する極限定理のことを指す
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であるから、再び連続写像定理を使うことにより、

√
n(β̂GMM − β0)

d→N(0,Avar(β̂GMM ))

where Avar(β̂GMM ) ≡σ2[E(xiz
′
i)E(ziz

′
i)

−1E(zixi)]−1 (15)

となる。また、この推定量は効率的でもあることは、この漸近分散 σ2[E(xiz
′
i)E(ziz

′
i)

−1E(zixi)]−1 が、講義ノー

ト p.20における漸近分散の下限の行列 (G′S−1G)−1に対応していることを確かめれば十分。σ2の推定量は、既に

上で示した。一致性については、Hayashi (2000) p.210 参照。

3.2

誤植の訂正：データ行列の第 (4,4)成分は、1ではなく 2とする。
小問 1で導出した GMM推定量にデータの値を代入するだけ。まず推定値を計算しやすい以下のような形に書

き換える。

β̂GMM = {( 1
100

X ′Z)(
1

100
Z ′Z)−1(

1
100

Z ′X)}−1(
1

100
X ′Z)(

1
100

Z ′Z)−1(
1

100
Z ′Y ). (16)

また、データは

1
100

X ′Z =
1

100

100∑
i=1

xiz
′
i =

[
1 2

]
,

1
100

Z ′Z =
1

100

100∑
i=1

ziz
′
i =

[
2 1
1 2

]

のように読んでいけば、計算が簡単である。他の部分も同様に読んでいくことで全て代入すれば、β̂GMM = 1
2 を

得る。

3.3

これも、小問 1で導出した誤差項の分散の推定量 σ̂2にデータを小問 2のような方法で代入していく。推定量を、
以下のように書き換えながら代入して、

σ̂2 =
1

100

100∑
i=1

(yi − x′
iβ̂GMM )2

=
1

100
(Y − Xβ̂GMM )′(Y − Xβ̂GMM )

=(
1

100
Y ′Y ) − 2β̂GMM (

1
100

Y ′X) + β̂2
GMM (

1
100

X ′X)

=
15
4

. (17)

3.4

この問題で考えるパラメータはスカラーより、t検定を考えればよい。t検定のために必要な推定量の標本標準
誤差は、小問 1で導出した β̂GMM の漸近分散の一致推定量を用いればよい。つまり、H0 : β = 0についての検定
統計量は、

t =
β̂GMM − 0

SE
where SE =

√
σ̂2

n
(X ′Z(Z ′Z)−1Z ′X)−1 (18)

で与えられる。前問までと同様の方法で代入していくと、t =
√

20000
5 = 63.24 > 1.96となり、β̂GMM は有意水準

5％で有意である。
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3.5

J検定を行う。検定仮説は、

H0 :E(zi(yi − x′
iβ0)) = 0 (19)

H1 :E(zi(yi − x′
iβ0)) = δ(6= 0) (20)

講義ノート (Theorem 14)より、小問 1において導出した目的関数値 J は、H0 の下で J
p→ χ2

1 である。J 値を

計算すると、J = 4.44 > 3.84となり、有意水準 5％でモーメント条件は正しい。（正確には、H0を受容する）た

だし、3.84は自由度 1のカイ自乗分布の片側 5％点である。

3.6

操作変数として z1i のみを用いる場合、モーメント条件は

E(z1i(yi − x′
iβ0)) = 0 (21)

のみとなる。この時、GMM推定量は IV推定量になることに注意して、目的関数は

J(β̃) =n{ 1
n

(Z ′
1Y − Z ′

1Xβ̃)}′{ 1
n

(Z ′
1Y − Z ′

1Xβ̃)} (22)

となる。これの一階の条件から以下のように IV推定量が導出できて、いままでのようにデータを代入して、

β̂IV =(X ′Z1Z
′
1X)−1X ′Z1Z

′
1Y

=(Z ′
1X)−1Z ′

1Y

=(
1

100
Z ′

1X)−1(
1

100
Z ′

1Y )

=1. (23)

3.7

本問は、より多くの操作変数を用いた推定量の方が、効率性が高まることを見るものである。二つの推定量の

効率性を比較するために、それぞれの漸近分散の大小を比較すればよい。ここでは、操作変数 z1iのみを用いたも

のを IV推定量、操作変数を両方用いたものを GMM推定量と便宜的に呼ぶことにする。まず notationを次のよ
うに用意する。

E(xizi) ≡

[
E(z1i)
E(z2i)

]
≡

[
σz1x

σz2x

]
, E(ziz

′
i) ≡

[
E(z2

1i) E(z1iz2i)
E(z2iz1i) E(z2

2i)

]
≡

[
σ11 σ12

σ21 σ22

]
. (24)

まず IV推定量の漸近分散は、

Avar(β̂IV ) =σ2E(z1ixi)−1E(z1iz1i)E(z1ixi)−1

=σ2 σ11

σ2
z1x

. (25)

一方 GMM推定量の漸近分散は小問 1より、

Avar(β̂GMM ) =σ2[E(xiz
′
i)E(ziz

′
i)

−1E(zixi)]−1

=σ2

[
σz1x σz2x

] [
σ11 σ12

σ21 σ22

]−1 [
σz1x

σz2x

]−1

. (26)
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GMM推定量の漸近分散の方が小さいことを示すためには、このケースではスカラーとして大小を比較するが、そ
のためには IV推定量の漸近分散の一部である σ11

σ2
z1x
という項がある程度きれいに出てきてほしい。そこで、GMM

推定量の漸近分散の中心にある逆行列については、分割行列の逆行列の公式3を用いて次のように書く。[
σ11 σ12

σ21 σ22

]−1

=

[
σ−1

11 + σ−1
11 σ12F2σ21σ

−1
11 −σ−1

11 σ12F2

−F2σ21σ
−1
11 F2

]
≡

[
s11 s12

s21 s22

]
where F2 ≡ (σ22 − σ21σ

−1
11 σ12)−1 =

σ11

σ11σ22 − σ12σ21
(27)

これを使って展開して、

Avar(β̂GMM ) =σ2(σ2
z1xs11 + 2σz1xσz2xs12 + σ2

z2xs22)−1

=σ2(σ2
z1x(σ−1

11 + σ−1
11 σ12F2σ21σ

−1
11 ) + 2σz1xσz2xs12 + σ2

z2xs22)−1

=σ2

(
σ2

z1x

σ11
+

σ2
z1xσ12F2σ21

σ2
11

− 2σz1xσz2xF2

σ11
+

σ11σ
2
z2xF2

σ11

)−1

=σ2 σ11

σ2
z1x + A

where A ≡ 1
σ11σ22 − σ2

12

(σ11σz2x − σ12σz1x)2. (28)

最後に A ≥ 0を示せば十分だが、これはコーシーシュワルツの不等式より {E(z1iz2i)}2 ≤ E(z2
1i)E(z2

2i)から
σ11σ22 − σ2

12 ≥ 0が従うので、これで GMM推定量の効率性が示された。

4 GMM-2

例えば最低でも一致性が満たされるように、古典的回帰モデルの仮定を緩めることを考える。この場合講義ノー

ト p.2と p.18の仮定を比べて考えればよい。つまりこの時、例えばA1:モデルの線形性や、A3:E(ε|X) = 0 (strictly
exogeneity) A4:E(ε′ε|X) = σ2I (conditional homoskedasticity and non-autocorrelation)などを弱めることがで
きる。

5 AR(2)

5.1

問題文の AR(2)プロセスが定常であるための条件は、特性方程式

1 − φ1z − φ2z
2 = 0 (29)

が単位円外に根を持つことである。これは、

z2 − φ1z − φ2 = 0 (30)

の根が単位円内にあることと同等である。f(z) := z2 − φ1z − φ2 とおく。以下、f(z) = 0が実数解を持つ場合と
虚数解を持つ場合に分けて定常性の条件について調べていく。

(i)実解の場合 (D = φ2
1 + 4φ2 ≥ 0)

f(−1) > 0、すなわち、φ2 − φ1 < 1
f(1) > 0、すなわち、φ2 + φ1 < 1 (ii)虚数解の場合 (D = φ2

1 + 4φ2 < 0)
z1 と z2 を解とすると、| z1 |2 = z1z1 = z1z2 = z2z2 =| z2 |2 なので、z1z2 < 1、すなわち、φ2 < −1であれば
よい。

以上 (i)と (ii)により φ2 − φ1 < 1と φ2 + φ1 < 1と φ2 > −1の条件を満たす領域が定常性の範囲である。グラ
フは Hamilton (1996, p17)を参照してほしい。

3Hayashi (2000) p.673 参照
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5.2

AR(2) equation

yt = φ1yt−1 + φ2yt−2 + εt (31)

の両辺に yt−j (j = 1, 2, · · · ) をかけ期待値をとると、

γ(j) = φ1γ(j − 1) + φ2γ(j − 2), j = 1, 2, · · · . (32)

を得る。これの両辺を γ(0)で割り、

ρ(j) = φ1ρ(j − 1) + φ2ρ(j − 2), j = 1, 2, · · · . (33)

を得る。特に、

ρ(1) = φ1 + φ2ρ(1) ⇔ ρ1 = φ1/(1 − φ2) (34)

ρ(2) = φ1ρ(1) + φ2 (35)

を得る。また、 (31)に yt をかけて期待値をとり、

γ(0) = φ1γ(1) + φ2γ(2) + σ2 (36)

となるが、これは

γ(0) = φ1ρ(1)γ(0) + φ2ρ(2)γ(0) + σ2 (37)

と書ける。従って、(34)と (35)から、

γ(0) =
(1 − φ2)σ2

(1 + φ2)[(1 − φ2)2 − φ2
1]

(38)

を得る。(32)で j = 1とし、

γ(1) = φ1γ(0) + φ2γ(1) (39)

を得るが、これに (38)を代入して解けば、

γ(1) =
φ1

(1 − φ2)
γ(0) =

φ1σ
2

(1 + φ2)[(1 − φ2)2 − φ2
1]

(40)

となることが分かる。同様の議論を繰り返せば、γ2 と γ3 も得られる。

5.3

φ1 と φ2 に対する OLS推定量の漸近分散は共に、 σ2γ0
γ2
0−γ2

1
で与えられ、これは (40)により

σ2γ0

γ2
0 − γ2

1

= (1 + φ1)(1 + φ1 − φ2) (41)

となる。
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5.4

与えられたデータを使いOLSで φ1と φ2と σ2を推定することを考える。β̂ := (φ̂1, φ̂2)′を (φ1, φ2)′の OLS推
定量とすると、

β̂ =

(
φ̂1

φ̂2

)
=

{
100∑
t=3

(
y2

t−1 yt−1yt−2

yt−1yt−2 y2
t−2

)}−1 100∑
t=3

(
yt−1yt

yt−2yt

)

∼=

(
5 4
4 5

)−1 (
4
3

)
=

1
9

(
8
−1

)
(42)

となる。σ̂2 を σ2 の OLS推定量とし、また、xt = (yt−1, yt−2)′ と定義すれば、

σ̂2 =
1

100

100∑
t=3

(yt − β̂′xt)2

=
1

100

100∑
t=3

y2
t +

2
100

100∑
t=3

ytx
′
tβ̂ + β̂′

(
1

100

100∑
t=3

xtx
′
t

)
β̂

∼=
16
9

(43)

となる。

5.5

|t| = |20| > 1.96 より φ1 = 0の帰無仮説は棄却される。

6 MA(1)

6.1

単純な計算により、γ0 = (1 + θ2)σ2、γ1 = γ−1 = θσ2、γj = 0 j = 2, 3, · · · であることが分かる。

6.2

反転可能性の条件は 1 − θz = 0の根が単位円外にあることであり、それは、|θ| < 1と同等である。一方、上で
見た γ0 と γ1 の表現から、

ρ1 =
θ

1 + θ2
(44)

を得る。これを反転可能性の条件を加味して θについて解くと、

θ =
1 −

√
1 − 4ρ2

0

2ρ0
(45)

を得る。

6.3

φ̂は、

φ̂ =
1
T

∑T
t=1 yt−1yt

1
T

∑T
t=1 y2

t−1

(46)
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である。分母は γ1 に確率収束し、分子は γ0 に確率収束することは簡単に分かる。従って、確率収束に対する連

続写像定理から

φ̂
p→ ρ1 =

θ

1 + θ2
(47)

となる（下方バイアスを持つ）。

6.4
√

T ȳ = 1√
T

∑T
t=1(εt + θεt−1)と表現でき、εt + θεt−1 は線形過程であるから、講義ノート Theorem 17より、

√
T ȳ

d→ N(0, (1 + θ)2σ2) (48)

6.5

本問と次の問では、εtの 4次のモーメントの存在を仮定してそれを σ4と書く。まず、γ̂0 を εtで書き表して、マ

ルチンゲール差分となる項を出すために、項を括りなおす。

γ̂0 =
1
T

T∑
t=2

(ε2t + 2θεtεt−1 + θ2ε2t−1)

=
1
T

T−1∑
t=2

((1 + θ2)ε2t + 2θεtεt−1) +
1
T

(ε21 + ε2T + εT εT−1) (49)

ここで、右辺第 1項については、

E((1 + θ2)ε2t + 2θεtεt−1|εt−１, εt−2, ..., ε1) = (1 + θ2)σ2 ≡ γ0 (50)

である。よって、この左辺の条件付期待値の中の項から右辺を引いたもの {(1+ θ2)ε2t +2θεtεt−1 − γ0} はエルゴー
ド強定常でありまたマルチンゲール差分である。従って、γ̂0から γ0を引いて

√
T をかけるという標準化と、マル

チンゲール差分 CLTより、

√
T (γ̂0 − γ0) =

1√
T

T∑
t=2

{y2
t − (1 + θ2)σ2}

=
1√
T

T−1∑
t=2

{(1 + θ2)ε2t + 2θεtεt−1) − (1 + θ2)σ2} +
1√
T

(ε21 + ε2T + εT εT−1)

d→N(0, V )　

where V ≡ E[(1 + θ2)ε2t + 2θεtεt−1 − (1 + θ2)σ2]2 (51)

を得る。ここで第二項は op(1) であるから漸近的には無視できる。この漸近分散 V は単純な計算により、V =
(1 + θ2)2σ4 + (θ2 − 1)2σ4 となる。

6.6
√

T (γ̂1 − γ1) という標準化をして考える。次のように展開する：

√
T (γ̂1 − γ1) =

1√
T

T∑
t=3

{(εt − θεt−1)(εt−1 − θεt−2) − θσ2}

=
1√
T

T∑
t=3

(εtεt−1 − θε2t−1 − θεtεt−2 + θ2εt−1εt−2 − θσ2)

=
1√
T

T∑
t=4

{(1 + θ2)εt−1εt−2 − θεt−1εt−3 − θ(ε2t−1 − σ2)}

+
1√
T
{εtεt−1 + θ2ε2ε1 − θεT εT−2 − θ(ε22 − σ2)} (52)
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ここで第二項は op(1)であるから漸近的には無視できる。第一項は和の中が、明らかにエルゴード強定常であり、
またマルチンゲール差分である。従って、マルチンゲール差分 CLTから

√
T (γ̂1 − γ1)　

d→ N(0, (1 + θ2)2σ4 + θ2σ4) (53)

を得る。

7 ARMA(1,1)

7.1

講義ノートの Theorem 22を参照。

7.2

φIV を φの操作変数推定量とすると、

φIV =

(
1

100

100∑
t=3

yt−2yt−1

)−1 (
1

100

100∑
t=3

yt−2yt

)
∼=

3
4

(54)

8 Binary choice

一次微分については通常のベクトル微分の操作により自然に導出できる。二次微分については以下に、簡略的

な導出過程を示す。

∂2 log L(β̂)
∂β∂β′ =

n∑
i=1

[
fx

∂

∂β′

(
y − F

F (1 − F )

)
+

y − F

F (1 − F )
x

∂f

∂β′

]

=
n∑

i=1

[
fx

(
−fx′

F (1 − F )
− y − F

(F (1 − F ))2
(1 − 2F )fx′

)
+

y − F

F (1 − F )
f ′xx′

]

=
n∑

i=1

[(
−1

F (1 − F )
− y2 − F

(F (1 − F ))2
(1 − 2F )

)
f2xx′ +

y − F

F (1 − F )
f ′xx′

]

= −
n∑

i=1

(
(y − F )2

(F (1 − F ))2
)f2xx′ +

n∑
i=1

y − F

F (1 − F )
f ′xx′

=講義ノート (67)式. (55)

途中、yi = y2
i を用いていることに気をつける。

9 Logit

9.1

講義ノートの p.47参照。

9.2

ロジットモデルは分布関数を Λ(β′xi) ≡ exp (β′xi)
1+exp (β′xi)

と特定化したケースであるので、講義ノート p.48にある尤
度関数にこれを代入することで、

log L(β) =
n∏

i=1

Λ(β′xi)yi{1 − Λ(β′xi)yi}1−yi . (56)
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9.3

講義ノートの Theorem 23参照。

9.4

これも講義ノート Proposition 9の十分条件を示せばよいが、Theorem24を参照。漸近分散は、I(β0)−1を計算

すればよい。これは、(68)式から、I(β0) = −E[H(yi, xi; β0)] = E[Λ(β′
0xi){1 − Λ(β′

0xi)}xix
′
i] より、I(β0)−1 =

E[Λ(β′
0xi){1 − Λ(β′

0xi)}xix
′
i]
−1.

10 Tobit

10.1

トービットモデルとは制限従属変数モデルの一つで、被説明変数がある閾値より大きい場合、その値がそのま

ま観測されるが、ある閾値以下の個体に関してはすべて０として観測されるモデルである。この場合、通常の線

形回帰モデルとして扱うとバイアスが生じてしまうため、プロビットモデルやロジットモデルの枠組みのように

主に最尤法で推定することになる。

10.2

トービットモデルでの回帰関数E(yi|xi)を導出する。まず、εi|xi ∼ N(0, σ2)を仮定する。繰り返し期待値の法
則と、p.53で与えられた切断された分布の期待値より、

E(yi|xi) =E[y∗
i |xi, y

∗
i ≥ 0]P (y∗

i ≥ 0|xi) + 0 × P (y∗
i < 0|xi)

={x′
iβ + E(εi|xi, x

′
iβ + εi ≥ 0)}P (x′

iβ + εi ≥ 0|xi)

={x′
iβ + σλ(

−x′
iβ

σ
)}P (

εi

σ
≥ −x′

iβ

σ
|xi)

={x′
iβ + σ

φ(−x′
iβ

σ )

1 − Φ(−x′
iβ

σ )
}(1 − Φ(

−x′
iβ

σ
))

={x′
iβ + σ

φ(x′
iβ
σ )

Φ(x′
iβ

σ )
}Φ(

x′
iβ

σ
)

=Φ(
x′

iβ

σ
)x′

iβ + σφ(
x′

iβ

σ
). (57)

ただし、ここで標準正規密度関数の対称性から言える φ(a) = φ(−a)と 1 − Φ(−a) = Φ(a)を用いている。

10.3

講義ノートの p.54-55参照。
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