
平成 28年度　中級計量経済学
講義ノート 2: 線形回帰モデル

このノートでは、線形回帰モデルの理論を紹介する。回帰モデルは、ある変数から別の変数へ
の影響を調べたいときに用いられる。こうした変数間の関係を線形に表現して、確率論的な仮定
を置くことで統計学的な分析を可能にしたものが線形回帰モデルである。線形回帰モデルは、経
済分析で最もよく使われるモデルであると同時に、他の分析手法の基礎となっているため、計量
経済学において最も重要なトピックである。実際の計量経済分析では、最小二乗法を用いてこの
モデルを推定し、その結果を用いて検定や統計的推測が行われる。この章では、そうした統計手
法の理論的背景を学習することである。

2.1 線形回帰モデルと最小二乗法

(yi,Xi)という変数の組を i = 1, . . . , nについて観測したとしよう。変数 yiとXiとの関係が線形
であると想定し、

yi = β′Xi + ui (1)

というモデルを考える。uiは誤差項と呼ばれ、yiを決める要素のうちXi以外のものをまとめた
ものである。上のモデルは、線形モデルと呼ばれる。線形回帰モデルと呼ぶ際には、通常、暗黙
にXiと uiが無相関であるという仮定、またはXiを条件とする ui の期待値が 0であるという追
加的な仮定をおく。これらについては、後に詳しく説明する。
変数の組のベクトルXiの最初の要素は通常 1とする、つまりXi = (1, xi2, . . . , xik)

′である。
係数のパラメータ（母数）ベクトルを β′ = (β1, β2, . . . , βk)とすると、

β′Xi = β1 + β2xi2 + · · ·+ βkxik (2)

となり、最初の要素 1は定数項に対応する。

用語 以下の用語は、講義を通して繰り返し使用する。

• β1: 定数項、切片と呼ばれる。

• (β2, . . . βk): 係数と呼ばれる。

• y = β′X: 母回帰線。

• β: 母回帰線の係数（母数）。

• yi: 従属変数、被説明変数。

• Xi: 独立変数、説明変数、共変量、回帰変数など、いろいろな呼び方があり、どの呼び方も
使用されている。各名称ごとに少しずつニュアンスは異なるが、その違いはそれほど気にす
ることはないと思われる。

• ui: 誤差項と呼ばれる。しかし、経済分析においては、文字通りの誤差（測定や観測の誤差）
であるという理解は必ずしも適切でない。yiを決める決定要因のうちXi以外のものすべて
を含んだ量と解釈するべきである。yiへの影響度で考えると、Xiよりも重要なものを含む
可能性もある。このようなことが起こる理由は、データが入手できない、そもそも重要な決
定要因を見落としているといったことが考えられる。
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線形回帰モデルの係数の推定 母数のベクトル βを推定する。
Xiを使って yiを予測するときの誤差の２乗和を最小化するやり方を最小二乗推定という。ま

た、その推定量を、最小二乗推定量という。これを OLS(ordinary least squares)と表記する。β
のOLS推定量を β̂とすると、それは、

n∑
i=1

(yi − b′Xi)
2 (3)

を最小化する bの値である。１次の条件は、

−
n∑

i=1

Xi(yi − b′Xi) = 0 (4)

となる。目的関数は凸関数であるので、１次の条件は最小化のための必要十分条件になっている。
OLS推定量 β̂は、

β̂ =

(
n∑

i=1

XiX
′
i

)−1 n∑
i=1

Xiyi (5)

と明示的に書くことができる。
以下の用語を講義を通して使用する。

• y = β̂′X: OLS回帰直線。

• ŷi = β̂′Xi: OLS回帰線によるX = Xiの時の yiの予測値。

• ûi = yi − ŷi: i番目の観測値の残差。これは、誤差項 (ui)とは違うことに注意しよう。

2.2 OLS推定量の標本分布

推定量の統計的な性質を明らかにすることが、この章で最も重要なポイントである。そのために
以下の仮定をおく。

最小二乗法の性質を調べるための仮定

1. E(ui|Xi) = 0あるいはE(yi|Xi) = β′Xi。ここで、E(ui|Xi) = 0であるとき corr(Xi, ui) = 0
となる。(逆は必ずしも成り立たない。)

2. (Xi, yi), i = 1, . . . , nは i.i.d. (独立同一分布)。もし、ある母集団から無作為抽出によって観
測値を集めた場合、この仮定は満たされる。

3. Xiとuiは４次のモーメントを持つ。つまり、すべてのmについて 0 < E((xim−E(xim))4) <
∞となり、またE(u4i ) < ∞である。これは異常に大きいXiや uiの値をそれほど頻繁には
取らないことを意味する。

4. X = (X1, . . . ,Xn)
′という行列は、列フルランクである。完全な多重共線性がないことを仮

定している。
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これらの仮定の役割

• 数学的に、OLS推定量が一致性、不偏性、漸近正規性をもつことを示すのに使われる。

• OLSによる回帰分析がうまく機能しない状況を明らかにしたり、その対応策を考える際に
役に立つ。最初の仮定 (E(ui|Xi) = 0)が、実証研究においては、もっともよく議論される
（次章）。

OLS推定の漸近的性質 OLS推定量 β̂ は、ランダムに抽出された標本から計算している。した
がって、推定量は、ある確率分布を持つ確率変数である。

OLS推定量の分布を知ることは、母数の値に関する仮説検定や、信頼区間の構築に必要となる。
誤差項 uiの分布を決めてしまわずに議論するために、大標本理論 (nを無限に大きくした極限

で考える統計理論)を使って推定量の標本分布を近似する。
OLS 推定量は、

• 不偏 (E(β̂) = β)で、

• 一致 (β̂ →p β)で、

• 漸近正規:

√
n(β̂ − β) →d N

(
0,
(
E(XiX

′
i)
)−1

E(u2iXiX
′
i)
(
E(XiX

′
i)
)−1
)
. (6)

である。

証明

Proof. 不偏性: β̂の式 (5)に yi = β′Xi + uiを代入すると

β̂ = β +

(
n∑

i=1

XiX
′
i

)−1 n∑
i=1

Xiui (7)

が成り立つことがわかる。ここで、i.i.d.の仮定と、条件付き平均が０である仮定から、

E


(

n∑
i=1

XiX
′
i

)−1 n∑
i=1

Xiui|X

 =

(
n∑

i=1

XiX
′
i

)−1 n∑
i=1

XiE(ui|Xi) = 0 (8)

となる。従って、繰り返し期待値の法則から、E(β̂) = E{E(β̂|X)} = E(β) = βとなる。

一致性: まず、

β̂ = β +

(
n∑

i=1

XiX
′
i

)−1 n∑
i=1

Xiui = β +

(
1

n

n∑
i=1

XiX
′
i

)−1
1

n

n∑
i=1

Xiui (9)

と表現できる。大数の法則より、

1

n

n∑
i=1

XiX
′
i →p E(XiX

′
i) (10)
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となり、右辺は正値定符号である。また、

1

n

n∑
i=1

Xiui →p E(Xiui) = 0 (11)

も示せる。つまり、β̂ →p βとなる。ここまでの証明で、E(ui|Xi) = 0の仮定が重要な意味
をもっていることがわかるであろう。これが満たされない場合には、不偏性や一致性が成立
しなくなってしまう。。

漸近正規性: まず、(7)式を変形すると

√
n(β̂ − β) =

(
1

n

n∑
i=1

XiX
′
i

)−1
1√
n

n∑
i=1

Xiui. (12)

と表すことができる。中心極限定理により、

1√
n

n∑
i=1

Xiui →d N
(
0, E(u2iXiX

′
i)
)

(13)

となる。したがって、Slutskyの補題により
√
n(β̂ − β) →d

(
E(XiX

′
i)
)−1

N
(
0, E(u2iXiX

′
i)
)

(14)

= N
(
0,
(
E(XiX

′
i)
)−1

E(u2iXiX
′
i)
(
E(XiX

′
i)
)−1
)
. (15)

漸近分散の推定 OLS推定量の漸近分散は、次のように推定できる。

V̂ =

(
1

n

n∑
i=1

XiX
′
i

)−1
1

n

n∑
i=1

û2iXiX
′
i

(
1

n

n∑
i=1

XiX
′
i

)−1

. (16)

この推定量は、上で述べた仮定の下で一致性 (V̂ →p (E(XiX
′
i))

−1E(u2iXiX
′
i) (E(XiX

′
i))

−1)
を持つ。証明は省略する。

分散均一の場合 もし E(u2i |Xi) = σ2となるなら、分散均一であるという。そのとき、上の結果
はすべて成立するが、漸近分散の表現が簡単になり、

√
n(β̂ − β) →d N

(
0, σ2

(
E(XiX

′
i)
)−1
)

(17)

となる。また、漸近分散の推定も s2 =
∑n

i=1 û
2
i /nとして、

V̂ = s2

(
1

n

n∑
i=1

XiX
′
i

)−1

(18)

となる。ここに示した分散均一の場合の漸近分散の方が上に述べた一般計よりも簡潔なので、多
くの統計学、計量経済学のテキストの回帰分析の章では、こちらが紹介されている。
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2.3 仮説検定と信頼区間

ある一つの回帰係数に関する検定 ある回帰係数 βm(ここで、βmは、βのm番目の要素である)
に関する帰無仮説H0 : βm = βm,0は、t統計量を使って検定できる。

1. OLS推定値 β̂mを計算する。

2. β̂mの標準誤差を計算する。V̂mmを、V̂の (m,m)要素とする。β̂mの標準誤差 SE(β̂m)は

SE(β̂m) =

√
V̂mm

n
(19)

である。

3. t統計量を計算する。

t =
β̂m − βm,0

SE(β̂m)
. (20)

4. p値を2Φ(−|t|)として計算する。あるいは、有意水準を、たとえば5%と決め、もし、|t| > 1.96
ならば、H0を棄却する。

片側検定 帰無仮説をH0 : βm = βm,0とし、対立仮説をH1 : βm < βm,0とする。両側検定と片
側検定の違いは、手順の４番にある。

• p値: Φ(t).

• 有意水準が 5%なら t < −1.645のとき帰無仮説を棄却する。

回帰係数の信頼区間 βmの 95%信頼区間とは、

• 両側検定をしたときに、5%の有意水準では棄却できない帰無仮説のもとでの係数の値の集合。

• 95%の確率で、βmの真の値を含む区間。ここで、区間が確率変数である。

95%信頼区間は、

(β̂m − 1.96× SE(β̂m), β̂m + 1.96× SE(β̂m)) (21)

として、計算できる。

xを変化させたときの yの変化分の予測値の信頼区間 xmを∆xmだけ変化させると、yの変化
分の予測値は、βm∆xmである。　
つまり、βm∆xmの信頼区間が必要となる。これは

(β̂m∆xm − 1.96× SE(β̂m)|∆xm|, β̂m∆xm + 1.96× SE(β̂m)|∆xm|) (22)

として計算できる。
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2.4 複合仮説の検定

複合仮説とは、二つ以上の制約のある仮説である。主に、二つ以上の係数がそれぞれある特定の
値であるという仮説を考える。

Wald統計量と F 統計量 帰無仮説を、Rβ − r = 0とする。ここで、Rは q × kの行列で、行フ
ルランクであり、rは q × 1のベクトルとする (q < k)。
例えば、β = (β1, . . . , β4)であり、帰無仮説がH0 : β1 = β2, β3 = 0であるとすると、それに対

応するRと rは、

R =

(
1 −1 0 0
0 0 1 0

)
, r =

(
0
0

)
(23)

である。
Wald統計量は、

W = n(Rβ̂ − r)′
(
RV̂ R′

)−1
(Rβ̂ − r) (24)

である。H0のもとで、W →d χ2
q である。

F 統計量は、F = W/qである。

• 注：分散不均一に頑健なWaldあるいは F 統計量を使うこと。多くの統計ソフトでは、特に
指定しない限り、分散均一の場合のみ使用できるWaldあるいは F 統計量が計算される。

• qは、帰無仮説を成り立たせる最小の制約の数である。例えば、β1 = β2 = β3という帰無仮
説の場合は、制約の数は、q = 2となる。

• それぞれの係数ごとに検定を行うと、検定の有意水準、あるいは棄却域の設定が難しくなる。
仮に、t1か t2のどちらかの絶対値が、1.96を超えたときに、複合仮説を棄却するとどうな
るであろうか。このとき、検定の有意水準は、t1と t2の相関に依存してしまう。

例えば、t1と t2が完全に相関しているなら、有意水準は 5%となる。一方で、仮に t1と t2
が独立であるとすると、

Pr(|t1| < 1.96, |t2| < 1.96) = Pr(|t1| < 1.96)× Pr(|t2| < 1.96) = 0.952 = 0.9025 (25)

となり、Pr(棄却 |H0) = 1 − 0.9025 = 0.0975となる。帰無仮説は、必要以上によく棄却さ
れることになる。

• β1を切片として、次の帰無仮説の F 統計量を考える。

H0 : β2 = 0, . . . , βk = 0. (26)

この場合、R = [0(k−1)×1 : Ik−1]で r = 0(k−1)×1である。この統計量は、回帰全体の F 統計
量と呼ばれ、多くの統計ソフトで回帰をすると自動的に計算される。

複数の係数に関する信頼集合 二つ以上の係数に関する 95%の信頼集合とは、95%の確率で真の
係数値を含む集合である。

• これは、5%の有意水準で、係数の組がある値であるという F 検定が棄却できない、係数の
値の集合である。

• ２つの係数の時には、信頼集合は楕円になる。

• 近年では、多くの統計ソフトで計算できるようになってきた。
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2.5 R2

決定係数R2とは、yiの標本分散のうち、Xiで説明できる割合である。
まず、次のような yiの分割を考える: yi = ŷi + ûi。

• ŷi = β̂′Xi: yiのうち、モデルによって説明できる部分。

• ûi = yi − ŷi: yiのうち、モデルで説明できない部分。

R2 =

∑n
i=1(ŷi − ȳ)2∑n
i=1(yi − ȳ)2

= 1−
∑n

i=1 û
2
i∑n

i=1(yi − ȳ)2
. (27)

0 ≤ R2 ≤ 1である。R2は、回帰変数を増やすと増加する。
R2が１に近いということは、回帰変数が Yiの値を予測する精度が高いということである。一

方で、R2が０に近いということは、回帰変数が Yi を予測するのにあまり役に立たないというこ
とである。

修正済みR2 説明変数の追加によってR2が大きくなったからといって、その変数がモデルの当
てはまりを改善したとは一概には言えない。実は、R2は回帰変数を増やすと常に大きくなる（も
しくは変化しない）。この問題に対処するために、修正済みR2を使う。

R̄2 = 1− n− 1

n− k − 1

∑n
i=1 û

2
i∑n

i=1(Yi − Ȳ )2
. (28)

回帰変数を増やすと
∑n

i=1 û
2
i は減るが、1/(n− k − 1)は大きくなる。

• R̄2 ≤ R2.

• R̄2は負になることもある。

注意すべき点

• R2が増えたからといって、追加した変数が統計的に有意とは限らない。

• R2や R̄2が大きいからと言って、回帰変数が、被説明変数を決める真の要因になっていると
はいえない。

• R2が高いからといって、欠落変数問題 (後ほど解説する)がないとは限らない。

• R2が高いからといって、適切な回帰変数の組が選ばれているとは限らない。

2.6 分散均一性と不均一性

• 分散均一性: uiの条件付き分散がXiに依存していないということ。(E(u2i |Xi) = σ2)

• 分散不均一性: uiの条件付き分散がXiに依存しているということ。

例として、次のような回帰モデルを考える。Earningsは所得であり、MALEは男性なら 1、
女性なら 0をとる 2項変数とする。

Earningsi = β1 + β2MALEi + ui. (29)

分散均一性とは、所得の分散が男性と女性で同じであるということ。
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分散均一性の仮定の功罪

• 制約が強い。

• OLSは、分散均一性が成り立っていれば、有効推定量（最小分散）になる。“The Gauss-
Markov theorem”。

• OLS係数推定値の標準誤差を簡単な式で計算できる ((18)式)。

統計的推測（検定や区間推定）には必ず標準誤差が用いられる。(16)式の標準誤差は、分散不均
一に対して頑健なものである。つまり、分散不均一であってもなくても漸近的に正しい値を与え
る。したがって、その標準誤差を使用することで、誤差項の分散均一の是非に関わらず、適切に
統計的推測ができる。逆に、(18)式は分散均一の時は正しいが、分散不均一の時は間違った結果
を与える。

どちらを使うべきか? 自然科学の実験と違って、経済分析では分散均一でない場合が多い。した
がって、分散不均一に頑健な標準誤差を使うのがよいであろう。
なお、多くの統計ソフトは、デフォルトでは分散均一の場合のみ使える標準誤差を計算するの

で注意すること。

2.7 どの変数を回帰に含めるべきか

経済の実証分析においては、二つの変数の関係、特にある特定の変数が別の変数に与える影響に
興味があることが多い。しかし、実際に回帰を行うときは、興味のある変数以外の変数もモデル
に含めて推定することが多く、実は正確に影響を測るためにはそれが必要である。その最も重要
な理由は、欠落変数のバイアスを回避するためである。
例えば、小学校において学級の大きさが学力テストの点数に与える影響を調べたい時に、次の

ような線形回帰モデルを使ったとする。

TestScore = β1 + β2STR+ u (30)

として、TestScoreが学力テストの点数で、STRが教師一人当たりの児童数であるとする。誤差
項の uは教師一人当たりの児童数以外に学力テストの成績に影響を与えるよう要素すべてを含ん
だものである。したがって、uには、以下のようなものが含まれると考えられる。

• 教師の資質;

• コンピューターを導入しているか;

• 児童の家庭環境。

これらの要素と学級の大きさは、相関していることが多い。この相関が、問題のある結果を出す
こともある。
例えば、ある学校は学級の大きさも小さく、学力テストの成績もよかったとする。しかし、そ

の学校に教師の数が多いことから、教育熱心な家庭が校区に居住するようになっているかもしれ
ず、その時には、成績のよさが、学級の大きさから来るのか、それとも家庭環境からくるのかよ
くわからなくなってしまう。
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欠落変数の定義 もし、モデルに含めた回帰変数以外にも被説明変数に影響を与える変数があっ
て、その変数が回帰変数と相関をもつとき、OLS推定量はバイアスをもつ。そのような変数を欠
落変数といい、このバイアスを欠落変数バイアスという。
繰り返しになるが、欠落変数とは以下の二つの条件を満たす変数である。

1. 回帰変数と相関がある。

2. 被説明変数に影響を与えている。

欠落変数がある場合に推定結果にどのような影響があるか考えてみよう。Y の決定要因はX,Z
であるが、Z を含めなかったとしよう。つまり、

Y = Xβ + Zγ + u, E(u|X,Z) = 0 (31)

であるが、X のみを説明変数として βを推定すると、

β̂ = (X ′X)−1X ′Y = (X ′X)−1X ′(Xβ + Zγ + u)

= β + (X ′X)−1X ′Zγ + (X ′X)−1X ′u

なので、X と Z が相関をもつことから第二項がバイアスとして残ってしまう。
同じことであるが、次のように説明することもできる。欠落変数がある場合には uiの中に欠

落変数が含まれることになってしまうため、

E(ui|Xi) ̸= 0 (32)

となり、uiとXiに相関が生ずる。そのため、OLS推定量が不一致になってしまう。
説明変数が一つの場合を考える。仮に uiとXiが相関しているとする。そのとき、OLS推定

量 β̂1の極限は

β̂1 →p β1 + ρXu
σu
σX

(33)

である。ここで、ρXu = corr(Xi, ui)である。

• 欠落変数のバイアスは標本数を増やしても解決しない。

• |ρXu|が大きいなら、バイアスも大きい。

• もし ρXuが正なら、上向きにバイアスがかかる。

欠落変数のバイアスは、回帰式に必要な変数（欠落変数）を含めることで解決できる。

yi = β1 + β2x2i + β3x3i + ui. (34)

β2は変数 x3の値を固定したとき、x2が yに与える影響である。
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条件付き平均に関する独立性 欠落変数のバイアスを回避するためには、回帰変数を追加すれば
よいということがわかった。Xを興味のある回帰変数、W1,W2, . . . ,Wkをバイアス回避のために
追加した回帰変数としよう。その時、上で見た通り、OLS推定量が一致性をもつための条件は、

E(u|X,W1, . . .Wk) = 0 (35)

である。この条件のもとでは、X の影響はもちろんのこと、W1, . . . ,Wk の影響も正しく推定で
きる。
しかし、この条件を満たすように、W1, . . . ,Wk を選ぶのは、難しいかもしれず、また興味の

あるのはX の影響であって、W1, . . . ,Wk の影響はそれほど興味もないことも多い。実は、X の
影響を一致推定するためには、もっと弱い条件で十分である。それが次にあげる条件付き平均に
関する独立性である。

E(u|X,W1 . . . ,Wk) = γ0 + γ1W1 + · · ·+ γkWk. (36)

ここで重要なのは、この条件付き平均がX に依存していないことである。なぜこの条件で十分な
のかをみるために、Xが２項変数の場合を考える。この時、Xの係数を βX とするとXを 0から
1に変えた時の yへの影響は βX で表現でき、それは、

E(y|X = 1,W1, . . . ,Wk)− E(y|X = 0,W1, . . . ,Wk) = βX (37)

と書ける。左辺はデータから推定できるので、βX を正しく推定することができる。
ただし、条件付き平均に関する独立性しか仮定しない場合は、uとW1, . . . ,Wk は相関してい

るので、W1, . . . ,Wkからの yへの影響を正しく推定することはできない。

2.8 回帰分析の解釈

この節では説明を容易にするために、切片の係数を β0とし、最初の回帰変数の係数を β1とする。

回帰変数が２項変数の場合 ２項変数とは、0か 1の二つの値しかとらない変数のことで、ダミー
変数とも呼ばれる。
基本的に、回帰変数が２項変数でも、そうでないときと全く同様に回帰分析を行うことがで

きる。
しかし、β1の解釈は連続変数の場合とは異なる。実は回帰変数が２項変数の場合の回帰は、平

均の差の分析と同じであることが示される。
Diを２項変数の回帰変数とし、以下の回帰モデルを考えよう。

yi = β0 + β1Di + ui. (38)

ここでE(ui|Di) = 0とすると、

• E(yi|Di = 0) = β0 ⇒ β0は、Di = 0の時の yiの平均である。

• E(yi|Di = 1) = β0 + β1 ⇒ β0 + β1は、Di = 1の時の yiの平均である。

• β1はこれらの平均の差である。

β1のOLS推定量は、これらの二つのグループから計算した標本平均の差である。

10



多項回帰モデル 多項回帰モデルとは

yi = β0 + β1Xi + β2X
2
i + · · ·+ βrX

r
i + ui (39)

のようなモデルである。rを次数といい、回帰に含まれているX の最大の乗数である。

• r = 2なら、２次回帰モデル

• r = 3なら、３次回帰モデルである。

回帰関数が線形かどうか調べるには、H0 : β2 = 0, . . . , βr = 0という帰無仮説を F 統計量を使っ
て検定すればよい。
多項回帰モデルは、回帰変数から被説明変数への影響が、回帰変数の値に依存するという状況

をモデル化する一つのやり方である。例として２次モデルを考えよう。

y = β0 + β1X + β2X
2 + u, (40)

y +∆y = β0 + β1(X +∆X) + β2(X +∆X)2 + u. (41)

このとき、

∆y = β1∆X + 2β2X∆X + β2(∆X)2, (42)

あるいは、

∆y

∆X
= β1 + 2β2X + β2∆X. (43)

X の変化が yに与える影響は、

∆̂y = β̂1∆X + 2β̂2X∆X + β̂2(∆X)2 (44)

として推定できる。注意すべきは、この影響は、X の初期値と変化の大きさ∆X に依存している
ことである。
推定された影響の標準誤差も計算することができる。例えば、Xを 10から 11に増やした時の

yの変化分は、

∆̂y = (β̂0 + β̂1 × 11 + β̂2 × 112)− (β̂0 + β̂1 × 10 + β̂2 × 102) (45)

= β̂1 + 21β̂2 (46)

である。したがって、∆̂yの標準誤差は SE(β̂1 + 21β̂2)であり、それは

SE(∆y) =

√√√√√ 1

n

(
0 1 21

)
V̂

 0
1
21

 (47)

として計算できる。

• β1を、X2を固定した時の、Xが yに与える影響と考えるのは誤りである。非線形モデルに
おいては、回帰関数は、回帰関数の変化が yに与える影響を考えることによって、解釈する
べきである。
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対数を使った回帰 yあるいはX の対数を使ったモデルもよく用いられる。対数の単位当たりの
変化は、割合の変化として解釈できる。経済分析においては、変数の値そのものの変化よりも、割
合の変化のほうに興味があることも多い。
例:

• 賃金格差。

• 所得の変化としては、10万円の変化よりも 1%の変化に興味があることもある。

• ある変数の値を 1%変えた時の、他の変数の%で表した変化の大きさを、“弾力性”という。

対数と、割合の関係:

ln(x+∆x)− ln(x) ≈ ∆x

x
, (48)

ここで、∆x/xは十分に小さいとする。つまり、ln(x)が 0.01変わったなら、それは、xが 1%変
わったのと大体同じになる。

• 線形対数モデル: yi = β0 + β1 ln(Xi) + ui.

– X の 1%の変化は、yを 0.01β1分増加させる。

• 対数線形モデル: ln(yi) = β0 + β1Xi + ui.

– X を 1単位変えた時、yは 100β1%だけ増加する。

• 対数対数モデル: ln(yi) = β0 + β1 ln(Xi) + ui.

– Xを 1%変えると、yは β1%だけ変わる。係数 β1は yのXに対する “弾力性”である。

回帰変数の相互作用 相互作用をあらわす項をモデルに入れることによって、ある回帰変数の限
界効果が、他の変数の値に依存する状況を表現することができる。

yi = β0 + β1X1i + β2X2i + β3(X1i ×X2i) + ui. (49)

交差項X1i ×X2iは相互作用項と呼ばれる。X2を固定したときに、X1の変化が yに与える影響
はX2の関数になっている。

∆y

∆X1
= β1 + β3X2. (50)

係数 β3は、X1とX2を両方を同時に単位分だけ変化させたときの影響から、それぞれ片方だけ変
化させたときの影響の和を引いた量であることがわかる。X1を∆X1だけ変化させ、X2を∆X2

だけ変化させると、

∆y = (β1 + β3X2)∆X1 + (β2 + β3X1)∆X2 + β3∆X1∆X2. (51)

回帰変数が２項変数の場合にも同様のモデルが考えられるが、その時には解釈が少し異なる。

yi = β0 + β1Xi + β2Di + β3(Xi ×Di) + ui. (52)
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• Xi: 連続な回帰変数。

• Di: ２項変数。

X の変化の yへの影響は、 {
β1 もし D = 0,

β1 + β3 もし D = 1.
(53)

• この回帰は、Dの値によって標本を二つに分け、それぞれの標本ごとに yをX に回帰する
のと同じである。

また、回帰変数が２つとも２項変数である場合を考えることもできる。

yi = β0 + β1D1i + β2D2i + β3(D1i ×D2i) + ui. (54)

このモデルの場合、

E(yi|D1i = 0, D2i = 0) = β0 (55)

E(yi|D1i = 1, D2i = 0) = β0 + β1 (56)

E(yi|D1i = 0, D2i = 1) = β0 + β2 (57)

E(yi|D1i = 1, D2i = 1) = β0 + β1 + β2 + β3 (58)

となる。またこの回帰モデルの OLS推定値は、標本をD1とD2の値によって４つにわけ、それ
ぞれの標本の標本平均を計算したものことと同じになる。なお β3は、政策評価分析における差分
内差分法で興味対象とされるパラメータである。
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