
平成 24年度 中級計量経済学,応用計量経済学
講義ノート 3: 操作変数法

操作変数法は、回帰変数と誤差項が相関しているときに、一致性のある推定量を得るために使
われる手法である。操作変数とは、誤差項とは無相関な回帰変数の変動に関する情報をもたらす
変数である。この情報を使うことにより、他の要素を一定としたときの、回帰変数の被説明変数
に対する影響を調べることができる。

3.1 回帰変数が一つで操作変数も一つの場合の操作変数法

次の線形モデルを考える。まず、回帰変数Xiはスカラーの場合を考える。

Yi = β0 + β1Xi + ui, i = 1, . . . , n. (1)

回帰変数Xiは、誤差項 uiと相関している可能性があると、最小二乗推定量は一致性を持たない
可能性がある。

• 操作変数法がもっともよくつかわれている例は、教育の賃金への影響に関するものであろう。
Yiを賃金 (実証研究では対数賃金がよく使われる)、Xiを教育年数とする。uiは賃金に影響
与える教育年数以外のすべての要素を含んでいる。例えば、個人の仕事の能力などは uiに
含まれている。我々が興味があるのは、教育年数を政策変更などによって増やした時の賃金
への影響である。その影響は上のモデルでは β1 で表現されている。しかし、実際のデータ
上では、Xi と uiは相関している可能性があり、最小二乗法では β1を一致推定できないお
それがある。例えば、仕事のできる人は勉強もできるとすると、Xiと uiとは正の相関をも
つであろうし、一方で仕事のあまりできない人はせめて教育をつけて仕事の役に立てるよう
に努力すると考えるとXiと uiとは負の相関をもつであろう。

しかし、次の性質を満たす操作変数 (IV)Ziが利用可能であるとする。ひとまず Ziがスカラー
の場合を考える。

操作変数であるための二つの条件

1. 操作変数の関連性: corr(Zi, Xi) ̸= 0.

2. 操作変数の外生性: corr(Zi, ui) = 0.

以下の用語は良くつかわれ、覚えておく必要がある。

• 内生変数: uiと相関している変数。

• 外生変数: uiと相関していない変数。

上の例の場合、Xiは内生変数であり、Ziは外生変数である。Ziを操作変数として使えるために
は、外生変数であり、なおかつ関連性を持つ必要がある。

• 上で述べた教育と賃金の例で良く使われる操作変数としては、親の教育年数や、育った土地
の近くに大学があるかの指標、教育資金援助の利用しやすさの指標などがある。
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Zが2項変数の場合 操作変数法の考え方を理解するために、操作変数が２項変数の場合を考える。

Yi = β0 + β1Xi + ui. (2)

Xiの変化が Yiに与える影響を表現している係数である β1を推定したい。しかし、Xiと uiが相
関しているかも知れず、OLS推定量は一致性を持たない場合を考える。
まず、操作変数に対する条件付き期待値をとる。

E(Yi|Zi = 1) = β0 + β1E(Xi|Zi = 1), (3)

E(Yi|Zi = 0) = β0 + β1E(Xi|Zi = 0). (4)

(5)

つまり、

β1 =
E(Yi|Zi = 1)− E(Yi|Zi = 0)

E(Xi|Zi = 1)− E(Xi|Zi = 0)
. (6)

したがって、β1は次のように推定できる。

β̂1 =
ȲZ=1 − ȲZ=0

X̄Z=1 − X̄Z=0
. (7)

ȲZ=1は Y の Z = 1である観測値だけを使った標本平均である。また、ȲZ=0と X̄Z=1と X̄Z=0も
同じように定義できる。この推定量は、操作変数推定量、またはWald推定量という。これは、以
下で述べる 2SLS推定量の特殊例である。
この推定量が β1の推定量として一致性を持つためには、

• 操作変数の関連性: E(Xi|Zi = 1)−E(Xi|Zi = 0) ̸= 0.

• 操作変数の外生性: E(ui|Zi) = 0.

という条件が必要となる。

二段階最小二乗法 (2SLS, TSLS) 次に、Ziが 2項変数以外の場合でも使える手法を紹介する。

1. X を Z に回帰する。つまり、Xi = π0 + π1Zi + viという式をOLSにより推定し、π̂0と π̂1
を計算する。

2. X のOLS回帰による予測値を計算する: X̂i = π̂0 + π̂1Zi.

3. Y を X̂ に回帰する。β̃1を X̂ の係数推定量とする。

β̃1は二段階最小二乗法 (2SLS)と呼ばれる。
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2SLS推定量の標本分布 2SLS推定量は、

β̂1 =
sZY

sZX
, (8)

とかける。ここで、

sZY =
1

n− 1

n∑
i=1

(Zi − Z̄)(Yi − Ȳ ), (9)

であり、sZX も同じように定義できる。
なぜ上のように書けるのかを証明する。OLS推定量の式から

β̂1 =

∑n
i=1(X̂i − ¯̂

X)(Yi − Ȳ )∑n
i=1(X̂i − ¯̂

X)2
=

∑n
i=1 X̂i(Yi − Ȳ )∑n
i=1 X̂i(X̂i − ¯̂

X)
(10)

となる。ここで、X̂i = π̂0 + π̂1Ziなので、

n∑
i=1

X̂i(Yi − Ȳ ) = π̂0

n∑
i=1

(Yi − Ȳ ) + π̂1

n∑
i=1

Zi(Yi − Ȳ ) = π̂1

n∑
i=1

(Zi − Z̄)(Yi − Ȳ ) = π̂1nsZY (11)

となる。同様に、
∑n

i=1 X̂i(X̂i − ¯̂
X) = π̂1

∑n
i=1(Zi − Z̄)(X̂i − ¯̂

X). また、同じように

π̂1

n∑
i=1

(Zi − Z̄)(X̂i − ¯̂
X) = π̂1

n∑
i=1

(Zi − Z̄)X̂i = π̂2
1

n∑
i=1

(Zi − Z̄)Zi = π̂2
1

n∑
i=1

(Zi − Z̄)2 (12)

となる。π̂1 = sZX/sZZ なので、

β̂1 =
π̂1nsZY

π̂1nsZX
=

sZY

sZX
(13)

と書ける。
2SLS推定量の一致性を示す。まず、

cov(Zi, Yi) = cov(Zi, (β0 + β1Xi + ui)) = β1cov(Zi, Xi) + cov(Zi, ui). (14)

である。つまり、

β1 =
cov(Zi, Yi)

cov(Zi, Xi)
. (15)

標本共分散は、母共分散の一致推定量となっているので、

β̂2SLS =
sZY

sZX
→p

cov(Zi, Yi)

cov(Zi, Xi)
= β1 (16)

となり、一致性が示せる。
2SLS推定量の漸近分布は

√
N(β̂1 − β1) =

1√
N

∑n
i=1(Zi − Z̄)ui

sZX
(17)
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と書けることから、µZ = E(Z)として、

√
N(β̂1 − β1) →d N

(
0,

var((Zi − µZ)ui)

(cov(Zi, Xi))2

)
(18)

となる。つまり、標本数が大きいなら、β̂2SLS
1 の分布は、

β̂ ∼a N(β1, σ
2
β̂2SLS
1

/n) (19)

で近似できる。なお、

σ2
β̂1

=
var((Zi − µZ)ui)

(cov(Zi, Xi))2
(20)

である。また、σ2
β̂1
は、

σ̂2
β̂1

=
1
n

∑n
i=1(Zi − Z̄)2û2i

s2ZY

(21)

によって推定できる。

3.2 操作変数法の一般的な形

先ほど紹介した操作変数法を、内生変数が複数あり、外生変数も複数あり、さらに操作変数も複
数ある場合に拡張する。

Yi = β′
1Xi + β′

2Wi + ui. (22)

• Xi: 内生変数のベクトル（k次元）。

• Wi: 外生変数のベクトル。

• Zi: 操作変数のベクトル（m次元）。

用語

• m > k: 過剰識別。

• m = k: 過不足ない識別。

• m < k: 識別不能。

一般的な場合の 2SLS

• 一段階目の回帰: 次の式を推定する。

Xi = π′
1Zi + π′

2Wi + vi. (23)

この式は、時折、X に関する誘導系の式とも呼ばれる。そして、Xi の OLS予測値を計算
する。

• 二段階目: Yiを X̂iとWiに回帰する。
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一般的な場合の操作変数の関連性と外生性

• 操作変数の関連性: (X̂i,Wi) は完全に多重共線性になっていない。つまり、(X̂,W)という
行列はフルランクである。この条件は、m ≥ kでないと満たされない。また、母集団では、

E

((
Zi

Wi

)
(X′

iW
′
i)

)
(24)

という行列がフルランクであるという仮定に対応する。

• 操作変数の外生性: cov(Zi, ui) = 0.

2SLS推定量の漸近的性質 仮定:

• E(ui|Wi) = 0.

• (Xi,Wi,Zi, Yi) は i.i.d.である。

• すべての変数は、ゼロでない有界である４次までのモーメントをもつ。

• 操作変数は関連性があり、外生である。

Ai = (X′
i,W

′
i)
′とし、またBi = (Z′

i,W
′
i)
′とする。2SLS推定量は、次のようにかける。

β̂2SLS =

 n∑
i=1

AiB
′
i

(
n∑

i=1

BiB
′
i

)−1 n∑
i=1

BiA
′
i

−1
n∑

i=1

AiB
′
i

(
n∑

i=1

BiB
′
i

)−1 n∑
i=1

Biyi. (25)

上のようになるのは、以下の理由による。Âi = (X̂′
i,W

′
i)
′とすると、

Âi =

(
n∑

i=1

AiB
′
i

)(
n∑

i=1

BiB
′
i

)−1

Bi (26)

となる。したがって、

n∑
i=1

ÂiÂ
′
i =

(
n∑

i=1

AiB
′
i

)(
n∑

i=1

BiB
′
i

)−1 n∑
i=1

BiB
′
i

(
n∑

i=1

BiB
′
i

)−1( n∑
i=1

AiB
′
i

)
(27)

=

n∑
i=1

AiB
′
i

(
n∑

i=1

BiB
′
i

)−1 n∑
i=1

BiA
′
i (28)

となる。また、

n∑
i=1

Âiyi =
n∑

i=1

AiB
′
i

(
n∑

i=1

BiB
′
i

)−1 n∑
i=1

Biyi (29)

であるので、2SLS推定量は上の式になることが分かる。
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2SLS推定量の漸近分布は
√
n(β̂2SLS − β) (30)

=

 1

n

n∑
i=1

AiB
′
i

(
1

n

n∑
i=1

BiB
′
i

)−1
1

n

n∑
i=1

BiA
′
i

−1

(31)

× 1

n

n∑
i=1

AiB
′
i

(
1

n

n∑
i=1

BiB
′
i

)−1
1√
n

n∑
i=1

Biui (32)

であるので、
√
n(β̂2SLS − β) →d N(0, V2SLS), (33)

(34)

である。ここで、

V2SLS =
(
E(AiB

′
i)
(
E(BiB

′
i)
)−1

E(BiA
′
i)
)−1

(35)

×E(AiB
′
i)
(
E(BiB

′
i)
)−1

E(u2iBiB
′
i)
(
E(BiB

′
i)
)−1

E(BiA
′
i) (36)

×
(
E(AiB

′
i)
(
E(BiB

′
i)
)−1

E(BiA
′
i)
)−1

. (37)

漸近分散は、

V̂2SLS = =

 1

n

n∑
i=1

AiB
′
i

(
1

n

n∑
i=1

BiB
′
i

)−1
1

n

n∑
i=1

BiA
′
i

−1

(38)

× 1

n

n∑
i=1

AiB
′
i

(
1

n

n∑
i=1

BiB
′
i

)−1
1

n

n∑
i=1

û2iBiB
′
i

(
1

n

n∑
i=1

BiB
′
i

)−1
1

n

n∑
i=1

BiA
′
i(39)

×

 1

n

n∑
i=1

AiB
′
i

(
1

n

n∑
i=1

BiB
′
i

)−1
1

n

n∑
i=1

BiA
′
i

−1

(40)

として推定できる。この漸近分散の式は、分散不均一の元でも通用する頑健なものである。

• ソフトウェアなどで、2SLS推定量はそのまま計算でき、その標準誤差も自動的に計算され
る。ただ、注意すべき点は、2SLS推定量は２回OLS推定量を計算することでも求めること
ができるが、その場合の２段階目のOLS 推定量の標準誤差をそのまま使うとそれは正しい
標準誤差とはなっていないことである。

Hausman検定 ある回帰変数Xiが内生が外生かどうかを検定することができる。ただし、適切
な操作変数 Ziが利用可能である必要がある。
検定の基本的なアイデアは、OLS推定量と 2SLS推定量を比べることである。OLS推定量は、

Xiが外生なら一致性がある。しかし、Xiが内生なら一致性はない。一方で、2SLS推定量は、どち
らの場合でも一致性がある。つまり、Xiが外生であるという帰無仮説のもとでは、この二つの推
定量は同じような値をとるはずだであるが、対立仮説のもとでは、大きく違ってくるはずである。
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Hausman 検定統計量は、次の式で与えられる。

n(β̂2SLS − β̂OLS)
′(V̂β̂2SLS−β̂OLS

)−1(β̂2SLS − β̂OLS). (41)

分散均一性を仮定すると、V̂β̂2SLS−β̂OLS
= V̂2SLS − V̂OLS となり、この式は色々な文献に出ている

ため有名であるが、これは、分散均一性を仮定しないと使えないことに注意すること。
また、この検定統計量は、E(Xiui) = 0という仮説を検定する統計量としても書くことができ

る。ただし、uiは 2SLS推定からの残差を使って推定するとする。

• なぜこの検定をするのかというと、OLSのほうが分散が小さいため、もしできるなら、OLS
の方を使いたいからである。

• しかし、一方で、Hausman検定の結果によって使う推定量を変えるというのは、問題を起
こす可能性がある。Guggenberger (2010)を参照。

3.3 操作変数が適切かどうか調べる

3.3.1 操作変数の関連性

操作変数は、関連性の条件を満たす必要がある。しかし、これまでの研究で分かってきたことは、
操作変数は、単に関連性を持つだけでなく、十分に「強い」関連性を持つべきであるということ
である。

弱い操作変数の問題 弱い操作変数とは、内生変数との相関が (ゼロでなくとも)弱い操作変数の
ことである。なぜ、弱い操作変数は問題になるのか。推定量の式をみると

β̂2SLS
1 =

sZY

sZX
→p

cov(Z, Y )

cov(Z,X)
= β1 +

cov(Z, u)

cov(Z,X)
(42)

となり、もし、cov(Z,X) = 0なら、この確率極限は、うまく定義できない。それでは、操作変数
はどれほど強ければよいのだろうか。
内生変数が一つの場合に、操作変数が弱いかどうかを調べる方法。

• 一段階目の回帰で、操作変数の係数が０であるという帰無仮説を検定する。つまり、

Xi = π′
1Zi + π′

2Wi + vi (43)

という式をOLSで推定し、π1 = 0という帰無仮説を検定する。この F 検定統計量が 10以
上であれば、操作変数は十分に強いといえる (Stock and Yogo (2005))。 　

操作変数が弱いならどうしたらよいのか？

• 操作変数が弱くても比較的うまくいく推定量を使う。多くの推定量が提唱されている。有名
なものとしては、制限情報最尤推定量 (LIML)がある。

• 操作変数が弱いと、推定は難しいが、その場合でも、使用可能な、検定統計量は存在する。有
名なところでは、Anderson-Rubin (1949) 統計量や、Kleibergen (2002) 統計量などがある。

ただしこれらの方法については、この授業では取り扱わない。
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3.3.2 操作変数の外生性

この仮定は、過不足なく識別されているときには、検定することができない。
しかし、過剰識別の場合には、検定をすることができる。ただし、すべての操作変数の外生性

を検定をすることはできず、推定する係数の数だけの操作変数は外生であるという仮定の下で、そ
れ以外の操作変数の外生性を検定することができる。したがって、これは、過剰識別検定と呼ば
れる。

• 基本的なアイデアは、ûiと、Ziの相関を調べることである。

• 次の検定統計量を使用する。これは J 検定統計量と呼ばれる。

n

(
1

n

n∑
i=1

ûi

(
Zi

Wi

))′(
1

n

n∑
i=1

û2i

(
Zi

Wi

)
(Z′

iW
′
i)

)−1(
1

n

n∑
i=1

ûi

(
Zi

Wi

))
(44)

• J 検定統計量は、帰無仮説の元で、χ2
m−kに分布収束する。

• 注意点は、自由度がm− kであることである。これは、k個の操作変数は推定のために使わ
れており、そのほかの操作変数の外生性しか検定できないためである。なお、棄却したとき
に、どの操作変数が内生であるかは、追加的な情報がない限り判断できない。

3.4 効果が不均一な場合の回帰分析と操作変数法による分析

ある変数Xiの効果は、個人ごとに違ってくる可能性がある。もし、その違いが観察可能な変数の
みで決まってくるならば、前の章で見たように、相互作用項をモデルにいれることで、違いを見る
ことができる。ここでは、観察できない違いが、推定量にどのような影響をもたらすかを考える。
次のようなモデルを考える。

Yi = β0i + β1iXi + ui. (45)

β1iは個人 iにおけるXiの効果である。添え字 iを付けているのは、効果が個人ごとに異なること
を表現するためである。

β1iとXiが相関しているかどうかによって、問題が変わってくる。

β1iとXiが相関していない場合 まず、Xiと uiが無相関な場合を考える。このとき、OLS推定
量は、

β̂1 =
sXY

s2X
→p

cov(β0i + β1iXi + ui, Xi)

σ2
X

=
cov(β1iXi, Xi)

σ2
X

= E(β1i). (46)

となり、平均効果 (Average Treatment Effect, ATE)に収束する。
また操作変数法を考える。このとき、次のように、一段階目の推定式を書くとわかりやすい。

Xi = π0i + π1iZi + vi. (47)

β1iと、Xiが相関していない場合の例として、β1iと、Xiの式に出てくる変数とが相関していな
い場合を考えることができる。このとき、

β̂2SLS
1 =

sZY

sZX
→p

σZY

σZX
=

E(β1iπ1i)

E(π1i)
= E(β1i). (48)

となり、平均効果を推定していることがわかる。
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相関のある確率的係数モデル 次に、相関のある場合を考える。このとき、OLSは、

β̂1 =
sXY

s2X
→p

cov(β0i + β1iXi + ui, Xi)

σ2
X

=
E(β1iXi(Xi − µX))

E(Xi(Xi − µX))
(49)

となり、β1iの重みつき平均を推定していることがわかる。特に、Xiの値が大きい個人を主にし
た平均を見ていることがわかる。
操作変数法の場合は、

β̂2SLS
1 =

sZY

sZX
→p

σZY

σZX
=

E(β1iπ1i)

E(π1i)
(50)

であるので、やはり、重みつき平均を推定していることがわかる。特に、操作変数のXiに与える
影響の大きい個人を中心にした平均を見ていることがわかる。またこの議論から、Xiの yiに与え
る影響を操作変数法によって推定すると、使用する操作変数によって、推定値が変わってくる可
能性があるということがわかる。
なお、β1i と Xi に相関があるかどうかは検定可能である。Heckman, Schimeirer and Urzua

(2010)によると、検定法は二つある。そのうちの一つは、過剰識別の検定を使うというものであ
る。このことは、過剰識別検定の解釈に問題を起こす。つまり、もし、相関のある確率係数モデル
を考えないなら、過剰識別検定は、操作変数の外生性を検定しているが、操作変数の外生性を仮
定したときにはそれは相関のある確率係数モデルの検定と考えることができるということである。
つまり、ある仮定なしには、過剰識別検定の解釈をすることはできない。もう一つの方法はここ
では取り扱わない。

3.5 操作変数の見つけ方

適切な操作変数を見つけるのが、実証研究においては、最も重要で難しい問題である。いままで
使用されていなかった適切な操作変数をみつければ、それだけで、重要な貢献になりうる。
主に次の二つの方法がある。

• 経済理論から、操作変数を導く。例：需要曲線と供給曲線の推定。需要に影響を与えるが、
供給に影響を与えない変数を使い、供給曲線を推定する。

• 自然実験を使う。

自然実験 回帰変数Xiの変化が、実験のように、ランダムに決まってくるように、見える状況の
こと。準実験とも呼ばれる。
自然実験には、二つのタイプがある。

1. Xiの値が、無作為に決まるとみなせる場合。このときには、単にOLSを使って、推定をす
ればよい。

2. 無作為な変化分は、Xiの値を、部分的にしか決めない場合。このときには、操作変数法を
使い推定する。Xiの無作為な変化をもたらすものを操作変数として使う。

例:

• Levitt (1996):犯罪率と刑務所への収監率の関係を調べる。(人は刑務所にいる限り再犯でき
ないので刑務所に多くの人を収監すると犯罪率が下がると思われる。刑法学や犯罪学でいう
ところの無力化理論である。) 刑務所の混雑を避ける目的で行われた法決定を操作変数とし
て使う。
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• Hoxby (2000): 学級の大きさと、学力テスト成績の関係を調べる。児童数の長期傾向からの
乖離部分を操作変数として使う。

• Card (1990): 移民の労働市場への影響を調べる。キューバ革命時のマイアミへの移民がお
こった事件からの情報を使う

• Angrist (1990): 従軍が民間での給与に与える影響。徴兵くじの番号を使用する。

• 他の例は、Rosenzweig and Wolpin (2000)や Angrist and Krueger (2001)といった概説論
文にある。

なお、自然実験は、完全な対照実験とはならないので、Xiが異なるもの同時の違いを、適切
に調節する必要がある。特に、Xiの値を決める前から存在する違いをあらわす変数を、モデルに
含める必要がある。
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